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Roéwnanie rézniczkowe czgstkowe — rownanie, w ktorym wystepuje niewiadoma
funkcja dwoch lub wiecej zmiennych oraz niektore z jej pochodnych czgstkowych.

Réwnania rézniczkowe czgstkowe pojawity sie w zwigzku z badaniami proceséw drgan rozmaitych
Srodowisk, miedzy innymi drgan strun, pretdw, membran, jak rowniez w zwigzku z badaniami zagadnien
z zakresu akustyki i hydromechaniki. Pierwsze rownanie rézniczkowe czgstkowe zostato sformutowane
w potowie XVIII wieku przez J. d’Alemberta. Byto to réwnanie — wedtug dzisiejszej nomenklatury — typu
hiperbolicznego i powstato w wyniku rozwazan nad zagadnieniem struny drgajgcej. L. Euler (1707-1783)
sprecyzowat warunki okreslajgce jednoznacznos¢ rozwigzania tego rownania, tworzgc poczatki teori
rownan rozniczkowych czgstkowych. Pdézniej, kierujgc sie sugestiami natury fizycznej, D. Bernoulli
przedstawit rozwigzanie struny drgajgcej w postaci szeregu trygonometrycznego. Metode te rozwinat
J. Fourier (1750-1830), tworzgc poczatki teorii szeregow trygonometrycznych.

A.L. Cauchy sformutowat zagadnienie poczatkowe dla rownan rézniczkowych, zwane dzisiaj
zagadnieniem Cauchy’ego.

P. Laplace zauwazyt, ze potencjat sity wzajemnego przyciggania dwoch mas spetnia rownanie
rozniczkowe czgstkowe, ktore dzisiaj nosi nazwe réwnania Laplace’a.

S.D. Poisson rozwinagt teorie zjawisk przyciggani grawitacyjnego, w zwigzku z ktérg wprowadzit
rownanie zwane dzi$ rownaniem Poissona. Tak wiec badania z zakresu mechaniki nieba i grawimetrii
doprowadzity do powstania klasy rownan noszgcych dzis nazwe rownan eliptycznych.

W poczatkach XIX wieku G. Green stworzyt ogdlne podstawy teorii potencjatu, rozwijajgc teorie
elektrycznosci i magnetyzmu.

Badania zjawiska przewodnictwa cieplnego oraz dyfuzji gazéw i cieczy doprowadzity natomiast do
powstania klasy rownan, ktore nazywamy dzisiaj rownaniami parabolicznymi.

.......... itd. patrz:  https://pl.wikipedia.org/wiki/Rownanie_roézniczkowe czgstkowe
czy tez: https://www.impan.pl/swiat-matematyki/notatki-z-wyklado~/skrypt07.pdf
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Rdznice centralne, wzor dla pierwszej pochodnej

Wzér Taylora — przedstawienie funkcji (n + 1)-razy rézniczkowalnej za pomocg sumy wielomianu n-tego
stopnia, zaleznego od kolejnych jej pochodnych oraz dostatecznie matej reszty.
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Rozwiniecie w szereg Talora:
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Odejmujgc stronami rownania (1) i (2) otrzymujemy:
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Wyznaczamy stad f'(x)
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Po odrzuceniu reszty pochodna f'(x) , _ f(x + h) - f(x = h)
wyraza sie wzorem: f'(x)~ 2h




Rdznice centralne, wzdr dla drugiej pochodnej

f(x —h) f(x) f(x + h)
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Rozwiniecie w szereg Taylora:

hO 1 h2 h3 h4
fx+h)= af(x) + ﬁf'(x) + Ef”(x) +§f”'(x) + Zf””(x) +-- (1)
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Dodajgc stronami rownania (1) i (2) otrzymujemy:

h2
D +@) = fle+m)+flx—h) = 2f() +2g ') +%<

Po odrzuceniu reszty i prostym

przeksztatceniu pochodna f"'(x)
wyraza sie wzorem:

fx+h)-2f(x) + f(x—h)

fll(x) ~ hz




Modelowanie przepiywy clepia w piecle izolowanym bocznie

Proces jest opisany rownanien reZnicziowym ezasthowym
zad.1

Dany jest pret jednorodny o dtugosci L izolowany bocznie, w ktdrym jest znany
poczatkowy rozktad temperatury (warunki poczatkowe) oraz s3 zadane warunki na
koncach pretudlat =0 (warunki brzegowe).

Wyznaczy¢ rozktad temperatury w precie dla zadanego przedziatu czasu, przyjmujac
kwantyzacje zmiennej x, tj. dzielgc dtugosc preta L na 5 odcinkow.
Funkcja dwoch zmiennych T(x,t), tj. zmiennej przestrzennej x oraz czasu t opisujaca

pole temperaturowe w precie ma postac:

aT(x,t) T (x, ¢t) i A
Fo ¥ — =
= X 3y gdzie x=— p

jest wspofczynnikiem wyrownywania temperatur, zwanym rowniez dyfuzyjnosciq
cieplng. Parametry charakteryzujgce materiat, to:
- ¢ ciepto wiasciwe,
-1 wspodtczynnik przewodnosci cieplnej,
- p gestosé materiatu.
Jezeli materiat jest jednorodny (izotropowy), to » = const.
Warunki poczatkowe: T(x,0) = f(x) dla x € < 0,L >

oraz brzegowe: T0,t) =¢,(t) i T(,t)=¢y(t) dlat=0




To=¢1(t) T1(®) To(t) Ts(E) Tu(t) Ts5= ¢p2(t)

Xo=0 x4 X9 X3 X4 Xg =L

Rozktad temperatury w precie izolowanym bocznie

Dla ustalonych kolejnych wartosci x; pochodna czgstkowa staje sie pochodng zwyczajng
w kolejnych punktach x = x; postaci:

T (x, t)
ot

ATy

X = X; dt

32T (x, t)
A pochodng —3 7, korzystajac z aproksymacji roznicami centralnymi dla drugiej

pochodnej zastepujemy zaleznoscia:
°T(x, t) Ti(x) Tipq(x) = 2T (%) + Ti_4 ()
dx? xX=%x  0x2 ~ Ax?

w efekcie otrzymujemy uktad o parametrach skupionych, opisany réwnaniami

rézniczkowo-réznicowymi postaci:
dT(t)

dt  Ax?
z warunkami poczatkowymi: T(x;,0) = f(x;)) dla i=1,23,4

P
x (Tip1(0) = 2T;() + Ti_1(x)) dla i=1,2,3,4 gdzie z=B

oraz z wymuszeniami na koncach preta, wynikajacymi z warunkéw brzegowych:

To=¢(t) @i Ts=¢,(t) dlat=0



Rozwazymy trzy warianty warunkow brzegowych, tj.

1. na koncach preta przytozone s3 jednorodne wartosci temperatury rowne 0

$.(t) =0
$,(t) =0

2. lewy koniec preta jest ogrzewany do statej temperatury A a prawy réwny 0
¢1(t) = A* (1 —exp(—a*t))
$(t) =0

3. obydwa konce preta sg ogrzewane do statej temperatury A

¢1(t) = A* (1 —exp(—axt))
P2(t) = A (1 — exp(—a *t))

Dla kazdego wariantu przyjmiemy nastepujgce warunki poczatkowe:

T,(0) = 20, T,(0) =30,  Ts(0) = 30, T,(0) = 20

orazdane: B =1, A = 25, a =04, teon = 20
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zad.2

Dany jest pret jednorodny o dtugosci L izolowany bocznie i na obu koncach (warunki
brzegowe), w ktéorym jest znany poczatkowy rozktad temperatury (warunki
poczatkowe).

Wyznaczy¢ rozktad temperatury w precie dla zadanego przedziatu czasu, przyjmujac
kwantyzacje zmiennej x, tj. dzielgc dtugosc preta L na 4 odcinki.

Funkcja dwoch zmiennych T (x,t), tj. zmiennej przestrzennej x oraz czasu t opisujgca
pole temperaturowe w precie ma postac:

oT (x,t)  0°T(x,t) e B
T =M * T gazie M = c*p
z warunkami poczatkowymi:

T(Ax,0) =T1, T(2Ax,0) = T2, T(3Ax,0) =T3
oraz brzegowymi:
T0,t)=T0 i T(L,t)=T4
Réwnanie to zastepujemy (jak poprzednio) réwnaniem rozniczkowo-roznicowym
postaci:

dT; 2 |
dt = " p . sz * (Ti.|_1 - ZTl + Ti—l) dla 1 = O’ 1, 2’ 3’4_ (1)




T, T, T, T, T3 T, Ts
DDA I N N S —"
Xo = 0 X1 X9 X3 X4 = L

Rozktad temperatury w precie izolowanym catkowicie

gdzie: T_; i Ts - temperatury w "umownych" punktach preta, pozwalajace wyrazic
w postaci analitycznej odpowiednie warunki brzegowe.

Z warunkow brzegowych (konce preta izolowane o statej temperaturze) wynika, ze
dT, _ 4 0T,
ox | x=0 ox | x =1L

=0 (2)

Korzystajac z aproksymacji roznicami centralnymi pierwszej pochodnej postaci

aT 0Ty Tip1—Tig -
0x x=xi_6x~ 2Ax (3)
. : I1 —T4
dlai=0, otrzymujemy —— = stad T_,=T7; (4)
2Ax
Is — T3

oraz odpowiednio dlai=4 =0 stad Ts =T3 (5)



Wykorzystujac zaleznosci (4) i (5) w (1) otrzymujemy ostatecznie uktad réwnan
rézniczkowo-réznicowych postaci:

dTy 2% A

dt zc*p*sz*(TO_Tl)

dT; A |
dtzc*p*sz*(Ti‘i'l_ZTi-l'Ti—l) dla i=1,2,3
dTs 2 * A

gt crprael s Ta)

z warunkami poczgtkowymi:
T,(0) =TO, T;(0) =T1, T,(0) =T2, T3(0) =T3, T,(0) =T4

Dane: T,(0) = 50, T, (0) = 40, T,(0) = 30, T5(0) = 20, T,(0) = 10

A =311, p = 19290, c = 0.1294, L=1, Ax = L/4
tkon = 4



To =50

Expression :
2lambda/(c-ro-L/16)(ul — u2)

'

Tl =40

Expression : f
lambda /(c-ro-L/16) (ul — 2u2 4 u3)
{}
T2 =30
Expression : f
lambda /(c-ro-L/16) (ul — 2u2 +u3) |
M,
T3 =20
Expression : f
lambda /(c-ro-L/16) (ul — 2u2 4 u3)
3
T4 =10

—f

Expression :
2lambda/(c-ro-L /16) (ul — u2)

U

MUX




10 +

Rozktad temperatur T (t) w punktach x,, Xx;, X,, X3, X, preta

T,(0) = 50, T, (0) = 40, T, (0) = 30, T5(0) = 20, T,(0) = 10




o
=
o
—
o
= M
8]
i
L
L)
n
L

Rozktad temperatur T (t) w punktach x,, Xx;, X,, X3, X, preta

T,(0) = 50, T, (0) = 45, T,(0) = 40, T5(0) = 30, T,(0) = 10




zad.3

Ptyta rownolegtoscienna o grubosci 0 < x < a (nieskonczenie dtuga w kierunkach y oraz
z) jest nagrzewana strumieniem cieplnym g = const, wpltywajacym do jej wnetrza przez
powierzchnie x = 0. Temperatura sciany bocznej x = a ptyty jest rowna temperaturze
otoczenia w stanie poczatkowym Tyiyty = Totoczenia = 0

Wyznaczy¢ przebieg temperatury w punktach wewnetrznych ptyty.

Funkcja dwéch zmiennych T (x, ), tj. zmiennej przestrzennej x oraz czasu 7 opisujaca pole
temperaturowe w ptycie ma postac:

oT (x, 1) 0°T(x, 1) ,
57 =%*—ax2 gdzie %zc*p
z warunkami poczatkowymi:
T(x,0)=0

oraz brzegowymi:

|
I
<

(G) =
A * a—
*/ x=0 \ dla T3>0

T(a,7) =0 |



Po podzieleniu przedziatu 0 < x < a na N rownych czesci, otrzymujemy punkty na osi Ox

a
xizi*szi*N dla i=0,1,2,..,N

)
T
/// T(x,7) |77~
7 77
< %// Rozktad temperatury
— ' . 4/ o | —s w przekroju punkty
N P \) 77 B
0 ~— ¥ b 7 B '
1 * K2 \15 ZASl 4
—of /// | —
| g iy
250 W
7
oV tko)=0 7 )a X
0<7 <1, <73
{1 > Q>

Nastepnie przechodzimy od réwnania rézniczkowego czastkowego do uktadu rownan
rézniczkowo-réznicowych, postaci:

G A ) _a

dt :c*p*AxZ*(Ti“_ZTi_I_Ti—l) dla i=1,23,..,,N-1 Ax—ﬁ
ostatecznie:

dTi /1 * N2

dt =C*p*a2*(Ti+1_2Ti+Ti—1) dla i=1,2,3,..,N—1



dTi /1*1\,2

Uktad: =
dt  c*p*a?

Wartosci T, i Ty wyznaczamy z warunkow brzegowych:

I =Ty
Ax

«(Typq —2T; +Tj—y) dla i=1,23,..,.N—1

—q i ITy=0

i T T+a*q
ostatecznie: =
Zni 0 1 N*/1

TN=O

Uwzgledniajac warunki brzegowe w réwnaniach rézniczkowo-réznicowych
otrzymujemy koncowy uktad réwnan rézniczkowych uwzgledniajacych warunki

brzegowe: T, =T, +a*q/(N*2)
dT;
EZB*(TZ_Z*Tl-I_TO)
...C.Z;I.'i ................................ . A*Nz
E =Bx(Tijyq —2*T; +Tj—1) gdzie B = m
dT_ ............................... o
TN=0

i warunki poczatkowe: T1(0) = T,(0) = T5(0) = ... = Ty_1(0)

a=1;, N=5; ¢c=0.1294; p =19290; A= 311;
q = 8186; h=10; Ty, = 15

Dane:



, Expression :
ul +a-q/(Lambda-N)

M

[

Expression :
Lambda-N?/(c-ro-a®)(ul — 2u2 +u3)

Ly

Expression ;
Lambda-N?/(c-ro-a®)(ul — 2u2 +u3)

15

Expression :
Lambda-N?/(c-ro-a?)(ul — 2u2 +u3)

L F

—

Expression
Lambda-N?/(c-ro-a?)(ul — 2u2 +u3)

MUX

20




Rozktad temperatur T(7) w punktach x, X;, X,, X3, X;, X5 przekroju ptyty:

To(0) = 0, T, (0) = 0, T,(0) = 0, T5(0) = 0, T,(0) =0, Ts(0) =0

21



zad.4

Ptyta rownolegtoscienna o grubosci 0 < x < a (nieskonczenie dtuga w kierunkach
y oraz z) jest nagrzewana strumieniem cieplnym g=const, wptywajacym do jej wnetrza
przez powierzchnie x = 0. Drugg Sciang boczng x = a ptyta oddaje ciepto do otoczenia,
zgodnie z prawem Newtona ze stalym wspodtczynnikiem wymiany ciepta h = const.
W stanie poczatkowym To1,,¢,, = Tptoczenia = 0 -

Wyznaczy¢ przebieg temperatury w punktach wewnetrznych ptyty.

Funkcja dwdéch zmiennych T (x, 7),tj. zmiennej przestrzennej x oraz czasu T opisujgca
pole temperaturowe w ptycie ma postac:

T (x,T) 92T (x,t) o A(T)
—_—_— ¥k ——— —_
p b4 Ix? gdzie »x=_— p

z warunkami poczatkowymi: T(x,0) =0

oT )
A(T) * <§> =—q
=0 > dla >0

(5)
dx e J

oraz A(T) =21, + A, *T
jezeli A, # 0 - ptyta anizotropowa

oraz brzegowymi:

|
I
=
*
~
~
8
~
—




Po podzieleniu przedziatu 0 < x < a na N rownych czesci, otrzymujemy punkty na osi Ox

a
xizi*szi*N dla i=0,1,2,..,N

Q1 T(x,7) Q2
— —
To(7) * Ty (T)
o i ~
— s - —
|I| i 5 Rozktad temperatury
o i1 = w przekroju punkty
E—-S i < dla wybranej chwili
2 o x a I czasowej
\:"/ Xi-1 X Xitq 5 g -
£ X
~ = | =
QD
_— é\-—/

Nastepnie przechodzimy od rédwnania rézniczkowego czgstkowego do uktadu réwnan
rézniczkowo-réznicowych, postaci:
dT; A(Ty)
dt ¢ p * Ax?
a A(T;) (A + 2, *T;) * N?
N c*p*AxZZ C*p*a?

x(Tyoq —2T; +T;—y) dla i=123,..,N—1

=f(T) dla i=1,23,..,N-1

Ax =



: dT;

dt
Wartosci T, i Ty wyznaczamy z warunkow brzegowych:
MT. == i =—h*T
( 1) Ax q i Ax * Ty
ax*(q T
ostatecznie: Ty =T; + Too— __N-1
07 LU N« (A + A, % Ty) N 1+h*%

Uwzgledniajac warunki brzegowe w réwnaniach rézniczkowo-réznicowych
otrzymujemy koncowy uktad réwnan rézniczkowych uwzgledniajacych warunki

brzegowe: To=Ti+ax*q/(N*A+ A, *Ty))

dT,
Ezf(T1)*(T2—2*T1+To)

dT,
pak f(T) * (Tijyq —2+T; + Ti_q)
ISR
dli = f(Ty-1) * (Ty — 2% Ty_q + Ty-3)
Ty =Ty-1/(1 + h*a/N)

i warunkami poczatkowymi: T1(0) = T5(0) = T5(0) = ... = Ty_1(0)
Dane: a=1; N=5; c=0.1294; p=19290; A, =311; 1, =0
g = 2000; h=10; Ty, = 15



T,(0) =0
Expression : } I|_-| :ﬁ I )
Exprmm
14a-q/(N{L1+L2ul ]
Lu a-q/(N( ul)) 2 ) (ul = 2u2+ u3) fL T

—» N (L14L2u2)/(c-ro-a?
L
T,(0) =0
—3 Expression- f1 b b
—» N2(L14L2u2)/(c-ro-a%) (ul — 2u2+ u3)
B
T4(0) = 0
—3f CrAaRae f
—» N2(L1+L2u2)/(c-r0-a?) (ul — 2u2+ u3) —
I
i —m
T,(0) =0

- — Expression f MUX
.( Expression : . N?(L1+L2u2)/(c-ro-a%) (ul — 2u2+ u3)
__ul/(1+h-a/N) )




Rozktad temperatur T(7) w punktach x, X;, X,, X3, X;, X5 przekroju ptyty:
T,(0) =0, T,(0) =0, T,(0) =0, T3(0) =0, T,(0) =0, Ts(0) =0

AL =311; A, =0 ptyta izotropowa



Rozktad temperatur T(7) w punktach x, X;, X,, X3, X;, X5 przekroju ptyty:
To(O) = 0, Tl (0) = 0, TZ (0) = O, TS(O) = O, T4(0) = 0, T5 (O) =0

Ay =311; 1, =50 ptyta anizotropowa o7
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