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Wprowadzenie

Réwnanie rézniczkowe jest to rownanie, ktére wyznacza zaleznos¢ migdzy nieznang

funkcja a jej pochodnymi.

Rozwiazanie réwnania rézniczkowego polega na znalezieniu funkgcji y, ktérej pochodne

spetniaja to réwnanie.

Réwnania rézniczkowe mozna podzielié na:
* rbwnania rézniczkowe zwyczajne — w ktérych szukamy funkcji jednej zmiennej
* rGwnania rézniczkowe czastkowe — w ktérych szukamy funkcji wielu zmiennych

Aby rozwiazaé réwnanie rézniczkowe nalezy sprowadzic je do jednej ze
standardowych form, a nastepnie uzy¢é odpowiadajacego tej formie przeksztatcenia.

W niniejszych rozwazaniach ograniczymy sie do rozwigzywania tzw. zagadnien

poczgtkowych dotyczacych rownar rézniczkowych zwyczajnych

W ogdinej postaci zagadnienie to formuluje sie w nastepujacy sposob:

- dane jest rownanie rézniczkowe w postaci dy/dx = f(y, x)

- oraz warunek poczatkowy

Nalezy wyznaczyé¢ funkcje y = y(x) w zadanym przedziale a < x < b gdzie a = x,

Y(Xo) = Yo

lub y' =f(x, y)

Dla niektérych funkcji f(x, y) znane s metody pozwalajace analityczne wyznaczyé
y(x), czyli uzyskaé rozwigzaé funkcji y(x) w postaci wzoru, np.

y'=x’-x — y(x)z%x3 —%xz +C

y' —y=xsin(x) = y(x)=—

xsin(x)  (x+1)cos(x)
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Dla wiegkszosci réwnan rézniczkowych trzeba jednak szukaé rozwigzan
przyblizonych, a wigec uciekaé si¢ do metod numerycznego rozwigzywania réwnan
rézniczkowych. Rozwigzanie numeryczne to obliczenie wartosci funkcji y(x;) dla
kolejnych wartosci x; przy znajomosci y dla x, tzn. y,=y(x,).

Rozwigzanie analityczne problemu to wyznaczenie wzoru szukanej funkcji y = y(x).

Wiele zagadnien naukowych i technicznych jest opisywanych uktadami réwnan,
ktore zawierajq:

- rGwnania rézniczkowe pierwszego rzedu,

- rownania rézniczkowe wyzszego rzedu niz |-y,

- uktady réwnan rézniczkowych liniowych,

- uktady réwnan rézniczkowych nieliniowych.

Zazwyczaj zmienna niezalezna x oznacza czas lub wspélrzedng przestrzenna,
a rédwnanie rézniczkowe wyraza prawo fizyczne okreslajagce zmiany badanego obiektu.
Mog3a to byé np. zmiany temperatury w czasie, ruch punktu materialnego w przestrzeni
badz w czasie itp.

Na ogét rozwigzujemy ukiad réwnan rézniczkowych rzedu I-go lub réwnanie rzedu
wyzszego niz |-e.

Wiadomo, ze kazde réwnanie rézniczkowe n-tego rzedu mozna zapisaé jako ukiad
n réwnan rézniczkowych |-go rzedu z n liczbg warunkéw poczatkowych.



Przykiady réwnan rézniczkowych:

> % =2 war. poczatkowy (0)=0
> % — 2%y war. poczatkowy y(0)=0
> % =3*x>-2*3>  war. poczatkowy y(0)=1
» Ziy 3x-5y+y-2 war. poczatkowe y(0)=0 y'(0)=1

» Réwnanie x(t) opisujace ruch drgajagcy masy m
wokoét punktu rownowagi - rys. 1. Analiza
zadania prowadzi do nieliniowego réwnania
rézniczkowego |l rzedu postaci:

2
m* d—+k*x+g*f*m cos(a)*szgn(dx) 0

dt’
warunki poczatkowe: x(0)=a, x'(0)=0

» dany uktad réwnan rézniczkowych i war. poczatk.

{y':y(t>+3z(r> 10)=2
2'= y(H)-2() 20)=-3




Podstawy matematyczne rozwigzywania rownan rézniczkowych metodami
numerycznymi

Komputery ze wzgledu na zasade swego dziatania obliczajq wytacznie
wartosci funkcji dyskretnych (rys. 2).
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Rys.2 Wykres funkcji dyskretnej

Wyrazenie (1.1) okresla tzw. réznice funkcji dyskretnej

Ay(t) = y(t + h) — y(t) (1.1)

Réznice funkcji dyskretnej dla chwili t oblicza si@ odejmujac wartos¢ funkcji
dla chwili t od wartosci funkcji wzietej dla chwili czasu o h wigkszej (pézniejszej).
Parametr h jest dowolng liczba dodatnia.



Podobnie s3 definiowane réznice wyzszego rzedu.
A%y(t) = A[Ay(D)] = Ay(t + h) — Ay(t) = y(t + 2h) — 2y(t + h) + y(1)

A3y(t) = A|A%y(t)| = y(t + 3h) — 3y(t + 2h) + 3y(t + h) — y(t)
Numeryczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

Rzeczywisty ukiad fizyczny jest zazwyczaj opisany za pomoca uktadu
réownan rézniczkowych. Réwnania moga by¢ liniowe, nieliniowe, czastkowe,
réznego rzedu, mogq mie¢ warunki ograniczajace itp. Celem modelowania
cyfrowego jest wygenerowanie punkt po punkcie rozwigzania takiego uktadu
rownan wzdluz osi zmiennej niezaleznej, np. czasu. Wiekszos¢ metod
numerycznego catkowania wymaga sprowadzenia réwnan rézniczkowych
opisujagcych ukiad dynamiczny do postaci ukiadu zwyczajnych réwnan
rézniczkowych pierwszego rzedu (1.2). Mozna to uzyskaé¢ przez zastosowanie
prostych technik algebraicznych i aproksymaciji

( Yy = F101, Y2 s Vi D)

yIZZfZ(leyZ" rym't) (1.2)
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Graficzng interpretacje wyrazenia (1.2) przedstawia rys. 3. Kazdemu
punktowi ptaszczyzny (y,t) jest przyporzadkowane nachylenie dy/dt.
Przyjecie okreslonych warunkéw granicznych umozliwia wybranie
wiasciwego rozwigzania z rodziny wszystkich mozliwych rozwigzan.
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Rys.3 Pole nachylefi dy/dt okreélone przez rownanie y = f(u,t)

Zazwyczaj stosowane w modelowaniu cyfrowym techniki
numerycznego catkowania wywodzg sie z dwéch rodzin metod
catkowania:

* metod predykcyjno-korekcyjnych; ; (predykcja to wykorzystanie danych
z przesztosci do stworzenia modelu, ktéry moze przewidzie¢ przyszie wydarzenie),

« metod Rungego-Kutty.



Rodzine metod predykcyjno-korekcyjnych mozna scharakteryzowaé

nastepujaco:

* nie sg samostartujace i wymagajq wstepnej informacii,

« umozliwiajq iteracyjne dziatanie , korektora" az do uzyskania pozadanej
zbieznosci,

« umozliwiajq dokiadng ocene bfedu obcinania (btedu bedacego wynikiem
aproksymaciji funkcji ciagtej przez funkcje dyskretng),

* wymagaja zapamietywania pewnej liczby obliczonych poprzednio wartosci
funkciji.

Rodzine metod Rungego-Kutty mozna scharakteryzowac¢ nastepujaco:

« s3 samostartujace i nie wymagajq wstepnej informacii,

 wymagaja obliczenia N pochodnych dla metody N-tego rzedu,

« biad obcinania w kazdym kroku jest proporcjonainy do hN*!, przy czym h
jest krokiem catkowania, a N- rzedem.

« Ze wzgledu na wiasciwos¢ samostartowania metody Rungego-Kutty sq
rowniez uzywane do rozpoczecia obliczen prowadzonych z zastosowaniem
metod predykcyjno-korekcyjnych.




Metody predykcyjno-korekcyjne

W celu lepszego wyjasnienia techniki stosowanej w tej grupie metod, na

wstepie zostanie oméwiona najprostsza metoda Eulera, w ktérej nie stosuje
sie korekgciji.

Metoda Eulera zaktada, ze nachylenie krzywej obliczone dla wartosci t=t, nie
Zmienia si¢ az do wartosci t=t,.,, przy czym h=t_.,- t, jest krokiem catkowania.

Jezeli sa znane wartosci: Yn =Y (tn)
oraz Yn =Y (tn)
to Yn+1 =Yn T h*yy (1:3)
oraz y;1+1 = f(Vn+1 tnt1) (1.4)

Obliczanie kolejnych wartosci funkcji bedacej rozwigzaniem réwnania (1.2)
wymaga kolejnego, cyklicznego stosowania wyrazen (1.3) i (1.4).

Biad rozwigzania jest w tej metodzie proporcjonalny do h (dla matych
wartosci kroku catkowania).



Predykcyjne metody wielopunktowe

Poprzednia metoda zakladata statos¢ nachylenia krzywej w przedziale (t,, t,.,).
Zazwyczaj nachylenie krzywej w tym przedziale zmienia si¢ w sposob ciggly.
Zmiany te mozna przewidzie¢ na podstawie znajomosci ksztaltu krzywej
w okresie poprzednim, tzn. na podstawie znajomosci nachylenia krzywej
w chwilach t,,, t, ,, ...itd., (V’,.1s ¥ n.2» --- itd.) Oraz znajomosci wartosci funkcji
opisujacej krzywa (¥,,..1» ¥ .2, --- itd).

Przyporzadkowanie ciaggowi poprzednich wartosci y, i y’, odpowiednich wielo-
miandw ekstrapolacyjnych umozliwia przewidzenie (predykcje) wartosci y,,. .

Opracowano wiele metod; niektéore z nich wykorzystuja znajomosé¢
poprzednich wartosci y i y’, inne tylko znajomos¢ poprzednich wartosci y’,
réznia sie ponadto liczbg analizowanych poprzednich punktéw. Przykiadem jest
popularna metoda Adamsa-Bashfortha czwartego rzedu

h ! 14 14
Yni1 =Yn oo (55yn — 591 +37Y—2 — 9Yn_3) (1.5)

Obliczenie nachylenia y’, ., przebiega podobnie jak w metodzie poprzedniej
wg wzoru (1.4).

y;1+1 = f(Vn+1, tnt1)



Predykcyjno-korekcyjne metody wielopunktowe

W metodach predykcyjno-korekcyjnych oblicza sig@ wartosci y i y’ dla chwili t,,,
korzystajac z techniki opisanej poprzednio. Obliczone wartosci oznacza sie jako

yi.oraz yb. itraktuje jako wstepne oszacowanie.

Drugi etap obliczen jest podobny do obliczen w metodzie poprzedniej z tym, ze
na podstawie kilku kolejnych wartosci pochodnych funkcji ocenia sie ksztaft
krzywej. Roznica polega na tym, ze do oceny korzysta sie oprocz wartosci
pochodnych: y'., ¥\ 1y ¥'n.2r - FOWNI€Z Z SZacunkowej wartosci ;. .

Uwzglednienie y,;.; prowadzi do wzoru, w ktérym wazona suma pochodnych
zawiera zaréwno y’,, ¥'n.1 ¥'n jak i Ynr1 . Wzér ten umozliwia obliczenie
skorygowanej wartosci y,,. -

Jedng z bardziej rozpowszechnionych metod tego typu jest metoda Adamsa-
Moultona czwartego rzadu

h / 14 14
Vr41 = (553’n 59yn-1+37Yn—2 — 9Yn-3)
}’1’11:L1 = f(Yn+1: tn+1)
Yn+1 = (93’n+1 + 19y; — S5yp_1 + Yn-2)

VYn+1 = f(Yn+1: tn+1)

Jest rzecza oczywista, ze obliczona w ten sposéb warto$sé Y,.1 mozna
ponownie uzy¢ do obliczenia doktadniejszej wartosci y,,., i powtarzac iteracyjnie
proces wielokrotnie. W praktyce nie stosuje si¢ wiecej niz jedna lub dwie iteracje.



Znacznie prostszg metoda jest metoda Adamsa drugiego rzedu

h A
Vit = (Byn VYn-1)

= f(y1l‘f+1l tn+1)

Yn+1 = Yn T (9yn+1 + ¥n)

)’1,1+1 = f(Yn+1 tht1)

Zmienna diugosé kroku. Algorytmy predykcyjno-korekcyjne umozliwiaja,
w przeciwienstwie do metod Rungego-Kutty, dobra ocene btedéw
obcinania, zwtaszcza gdy rownania predykcyjne i korekcyjne sa tego
samego rzedu. Znajomos¢ btedu obcinania umozliwia dobér odpowiedniej
wartosci (diugosci) kroku h w celu uzyskania wymaganej doktadnosci.



Wybor metody optymalnej

Za miare dobroci metody catkowania numerycznego mozna przyjac¢ koszt
obliczen. Wedtug zgodnej opinii wielu autoréow nie istnieje metoda, ktéra
w kazdych okolicznosciach jest najlepsza.

Dla kazdej metody mozna wskaza¢ zagadnienie, do rozwigzania ktérego
metoda ta jest nieodpowiednia. Dodatkowg trudnos¢ sprawia zaleznos¢
efektywnosci okreslonej metody od rodzaju komputera, na ktérym prowadzi
sie obliczenia.

Wyboru najlepszej metody catkowania numerycznego nalezy dokonywaé
zatem dla okreslonego zadania lub klasy zadan przy uwzglednieniu rodzaju
komputera. Z tego wzgledu wszystkie nowoczesne jezyki modelowania
cyfrowego umozliwiajg wybér odpowiedniej metody sposréd kilku, jakimi
dysponuja.

W popularnych jezykach obliczeniowych (np. symulacyjnych) dosé
powszechnie jest stosowana prosta i ulepszona metoda Eulera. Czesto
stosuje sie metody Rungego-Kutty czwartego oraz drugiego rzedu. W wielu
jezykach wystepuja rowniez odmiany metody Adamsa, np. metoda Adamsa
drugiego rzedu



Za rozwigzanie zagadnienia poczatkowego y’ = f(x,y) z warunkiem y(x,) = y,
mozna uwazaé pewng funkcje y(x,y,), gdzie y, = y(x,) jest warunkiem
poczatkowym.

Jezeliy'=f(x,y) to y(x)=F(x)+y, gdzie (F(x)+y,) =f(x,y)

Tak wigc dla ré6znych y, otrzymujemy rézne rozwigzania. Mozemy wigc
maowic o "rodzinie rozwigzan" w przestrzeni (x, y) gdzie y, jest wartoscia
wyznaczajaca konkretne rozwigzanie sposréd “rodziny rozwigzan".

Rysunki 4 oraz 5 przedstawiajg dwie rodziny rozwigzan dla pewnych réwnan

rézniczkowych. g ol
Yo

V%

Rys. 4 Rys. 5
Zauwazmy, ze zaburzenie warunku poczatkowego, bedace np. efektem
zaokraglenia wartosci y,, oznacza, ze y(x) zmieni si¢ na inng funkcje z rodziny
rozwigzan.
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Rysunek 6 ilustruje jak sumowanie si¢ / / / /
btedéw obliczen moze spowodowaé zmiane // / £ 1/ rorwiszarie
rozwigzania doktadnego, na inne przyblizone. %4 / / /’
Generalnie problemy biedow przy CA // >
numerycznym rozwigzywaniu réwnan i /

o yoan. o g o o
rozniczkowych sa bardziej ziozone. Dalej " = /,/ rozwiazanie
zasygnalizowany zostanie wpilyw biedow - —]
obcinania i zaokraglania na uzyskane b e
rozwigzania oraz problem tzw. stabilnosci e xj”r Ay
obliczen. l Rys. 6

Oprécz zagadnier poczgtkowych, rozwaza si¢ dla rownai rézniczkowych takze
zagadnienia brzegowe, gdzie rozwigzania powinny spetniaé pewne dodatkowe
warunki w dwéch (lub wigcej) punktach.

Wiele problemoéw nauki i techniki prowadzi do réwnar rézniczkowych
czgstkowych, ktérych rozwigzaniami sg funkcje wielu zmiennych (np.
wspoéirzednych przestrzennych x, y, z oraz czasu t ). Moze to dotyczyé np.
rozchodzenia si¢ ciepta w nagrzewanym precie o zadanej dtugosci lub Scianie
o okreslonej grubosci itp.

Te rownania wigza pochodne czgstkowe szukanych funkciji, a na te funkcje
nakiada sie jeszcze dodatkowe warunki poczatkowe lub brzegowe.



Metoda Eulera

Najprostszq metodq przyblizong rozwigzania zagadnienia poczatkowego jest
metoda Eulera.

Metoda ta (zwanej takze metoda linii tamanych) nie jest zalecana do
praktycznego stosowania (zbyt mata doktadnos¢) ale dobrze ilustruje sposéb
postepowania przy rozwigzywaniu omawianych zagadnien.

Mamy dane réwnanie: ? = f(x, y) iwarunek poczatkowy: y(X,) =y,
X

Postepowanie:
» przedziat [a, b] dzielimy na podprzedziaty o dtugosci h (h — bedziemy nazywaé
krokiem obliczeniowym) za pomocg punktow x; = a + i*h, gdzie i=0, 1, 2, ...
> przyjmujemy (zgodnie z war. pocz.), ze y(x,) = Y,
> wyliczamy kolejne przyblizenia y,, Y,, Y3, .-.
wartosci doktadnych y(x,), y(x,), y(xs), ... szukanej funkciji y(x)
aproksymujac pochodng w kolejnych punktach (x;, y;) za pomocg ilorazu
réznicowego postaci: (y;.q — Y;) / h.
Daje to réwnanie réznicowe postaci: Viag = V;
) : ) =f(x.,y)
pozwalajgce na wyznaczanie kolejnych y;., h Sy




Ostatecznie otrzymujemy wzoér rekurencyjny postaci:

{yi+1 =y, + h* f(x;, ;)

(1.6) gdzie

i=0,1,2,...

oraz y,=y(x,)

ktory pozwala dla kolejnych Xx,, x,, X,, ... wWyznacza¢ kolejne przyblizone
wartosci: y,, Y2 Vs ... S2ukanej funkcji y(x) dla ktérej mamy zaleznosé¢ w

postaci: y‘ = f(x, y).

Zauwazmy, ze we wzorze rekurencyjnym

przestato by¢ istotne na ile funkcja f(x, y) jest

funkcjq “ztozong", liniowq czy nieliniowa.
Obliczenia prowadzimy wedtug prostego
schematu opisanego réwnaniem (1.6).

Zauwazmy takze, ze w metodzie tej zatozyliSmy

statos¢ pochodnej w kazdym kolejnym

odprzedziale h, co najczesciej nie jest zgodne 1
z rzeczywistoécia, poniewaz pochodna wyrazona nl

funkcja f(x, y) generalnie jest funkcjq ciagta, a my

A T TR P |
= w3 a3 O

dla ktérej y* = f(x, y)

warto$¢ pochodnej

7 f(1, 3.5)=tg a

Ay~ prawdziwy przyrost
| 7 Tunkcji y(x) uwzgledn.
zmienno$¢ pochodnej

Ay=h*tg a=h*f(1, 3.5)

I T
Rys. 7

1 3

zaktadamy, ze ma ona charakter jakby "funkciji
schodkowej”, tzn. w kazdym przedziale h

pochodna rosnie albo maleje o pewnga zmienng

wartose¢.

Postugujac sie pochodng f(x, y) funkcji y(x)
dla ktérej mamy réwnanie rézniczkowe

postaci y' = f(x, y)

popetniamy w kazdym kroku

obliczeniowym niewielki btgd wyznaczajgc

przyrost szukanej funkcji y(x) na podstawie
wartosci pochodnej na poczatku kazdego

podprzedziatu h podczas gdy ta pochodna
zmienia swojg wartos¢ w przedziale h = Ax



Przykiad

Dla réwnania y' = y i war. poczatkowego y(0) = 1 stosujac metode Eulera, utworzyé
rozwigzanie przyblizone dla h = 0.2 oraz dla h = 0.1, a nastepnie poréwnac¢ je z rozwigzaniem
dokiadnym (analitycznym), ktére jest postaci y(x) = exp(x)

/

Vi =Vi T h* f(x;, ;)

7z

d

P

Rys. 8

X; y=exp(x;) | y; wylicz. A/biqd
dla h=0.2
0,0 1,000 1,000 0,000
0,2 1,221 1,200 -0,021
0,4 1,492 1,440 -0,052
0,6 1,822 1,728 -0,094
0,8 2,226 2,074 -0,152 ;
1,0 2,718 2,488 -0,230
X y=exp(x,) | vy, VYylicz. btad
dla h=0.1
0,0 1,000 1,000 0,000
Nistrudno zauwaiyé, i» biad 0,1 1,105 1,100 -0,005
obliczen jest proporcjonalny do h. 0.2 1,221 1,210 0,011
A takze, Zze biad rosnie wraz ze 0,3 1,350 1,331 -0,019
wzrostem x. 0,4 1,492 1,464 -0,028
Wad todv Eul e 0,5 1,649 1,611 -0,038
dla auzzsr::n(i’a ydo:r:jrad::i:ad:;;cei 0 AR AR
trzeba wybiera¢é matag dlugosé o e lnd | e
kroku obliczeniowego h. 0,8 2,226 2,144 -0,082
0,9 2,460 2,358 -0,102
1,0 2,718 2,594 -0,124

7

Rys. 9



Przypomnijmy metode Eulera: |v;,, =y, + 7* f(x;, y;)

gdzie:(i=0,1,2,... oraz y,=y(x,)

Zmodyfikowana (ulepszona) metoda Eulera - usuwa pewne btedy metody
Eulera.

( h
kIZE*f(xi, Vi)
3 i=0,1,2,... oraz y,=y(x,)

h
Vi =Yith* f(x +57 Y tk)

Algorytm obliczen:

- w kazdym kroku iteracyjnym dodatkowo liczymy k, - jest to przyrost
wartosci szukanej funkcji w odlegtosci h/2 od x; obliczony na
podstawie wartosci pochodnej f(x;, y;); (robimy to dla poprawienia
wartosci pochodnej w przedziale [x; « X;,4].

- wyznaczamy kolejng wartos¢ funkcji y;,, wyliczajac jej przyrost na
odlegtosci h (caty krok) poprawiajac wartos¢ pochodnej, tzn.

wyznaczamy jg ze wzoru postaci f(x;+h/2, y,+k,).

We wzorze (1) wartosé pochodnej byta liczona w oparciu o x;oraz y; na
poczatku przedziatu [x; « X;,4], natomiast w metodzie Eulera
zmodyfikowanej jest ona wyliczana w potowie przedziatu [x; < X;,4] czyli
w oparciu o x;+h/2 oraz y;+k,.



Metody Rungego-Kutty
Pomyst zastosowany w metodach Rungego-Kutty polega na obliczeniu
kilku wartosci f(x, y) w pewnych szczegélnie dobranych punktach lezacych
w poblizu krzywej y(x) rozwigzania w przedziale [x;, x;+h] i na utworzeniu
takiej kombinacji tych wartosci, ktéra z dobrg doktadnoscia daje przyrost
szukanej funkcji czyli Ay=y,.q-y;

Najbardziej znana i popularna to
Najprostszy wariant to metoda Rungego-Kutty IV rzedu
metoda RK Il rzedu okreslona ponizszymi wzorami

/.

jest szeroko stosowana w
_ rozwigzywaniu zagadnien
k=h*f(x., vy

1 S ) i=0123.. naukowo-technicznych.

ky=h*f(x,+h, y.+k) — (x)
B ( ki=h* f(x;, y;)

1 1

1
Yini = Vi +E(k1 + kz)

k,=h* +—h, y.+—k
2 (f(xl 2 .yz 2 1)

lutt) 1 1
=h* +—=h, y.+—k
PORF S =)

.

k:h*f(x.+h v, +ky)
(k + 2k, + 2k, + ky)

.n ! ' th
7 h/2 ! h/2 T

0 X X.’.1 .
Rys. 10 Schemat metody Rungego-Kutty |V i=0,L,2,... oraz y,=y(x,)




Stabilno$é rozwigzania

Stabilnos$¢ obliczein numerycznych jest zwigzana z generacja btedéw w miare
postepu obliczen, tzn. z wptywem btedéw popetnionych przy obliczaniu jednego
kroku na wyniki obliczen nastepnych krokéw. Stabilnos¢ rozwigzania zalezy od
ditugosci kroku obliczeniowego h, algorytmu obliczenn oraz statych czasowych
modelu. Obliczenia uwaza si¢ za stabilne, jesli btaqd wprowadzany na kazdym
kroku maleje w miare liczenia kolejnych krokéw. Jesli natomiast biad ten
wzrasta, ale wolniej niz wartosé¢ funkcji bedacej rozwigzaniem, to obliczenia
uwaza si¢ za warunkowo stabilne.

W celu zachowania stabilnosci obliczenn dtugosé kroku catkowania musi byé
wystarczajagco mata ze wzgledu na najmniejszg statg czasowg wystepujaca
w modelu.

Sterowanie diugoscia kroku obliczeniowegqo - h
Utrzymywanie statej dtugosci kroku obliczeniowego h nie jest ekonomiczne.

Sterowanie automatyczne ta dtugoscia jest wiec waznym i ciekawym
elementem programowania zagadnien poczatkowych. Oprécz obliczania y(x;,)
oraz f(x;, y;) trzeba w kazdym i-tym kroku iteracyjnym wykona¢ trzy czynnosci:
v oszacowag¢ btad lokalny,

v ustalié¢, czy mozna zaakceptowaé obliczong wartosé y(x;,,), czy tez nalezy
cofngé sie do poprzedniego punktu i przyjaé krétszy krok obliczeniowy h,

v wyznaczyé diugosé kroku obliczeniowego h, ktérego nalezy uzyé w danym
kroku iteracyjnym.



Uktady réwnan I-go rzedu
Rozpatrzymy ukiad dwéch réwnan rézniczkowych |-go rzedu:

(d =y +h*f(t, V., z.
jy=f1(t, Y, z) oraz y(t))=y,| — ol 2 Tty 3> 20)
<dt Zi+1:Zi+h*ﬁ(tia y,-,Z,-)
Z
E:f2(l‘9 ya Z) ordz Z(to):ZO i209192a39'“ y(tO):yO Z(tO):ZO

(y': y+3z y(0)=2

J
Z'= Y= Z(O)=—§

Aby wyznaczyé numerycznie wartosci funkgcji y(t) oraz z(t) np. dla t< [0; 1.6],
przyjmiemy kolejne wartosci kroku obliczeniowego h i wykorzystamy wzory

iteracyjne (m. Eulera).
A nastepnie poréwnamy wyniki, ktére sa zaprezentowane na rysunkach od 12

np.: gdzie y = y(t) oraz z = 2(t)

do 15 dla kolejnych wartosci kroku obliczeniowego h, tj. h=0.1, 0.01, 0.001, 0.0001

z rozwigzaniem doktadnym ktére jest postaci: [ y(@t)=e"" + e

z(t)=—e* +§62’
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Czaz t: Rozw. analityczne: Rozw.numerycene =
1

ity | 2 () Yt 2 ()

..w zadanym przed=ziale [A,. Tkonl i dla wybranego kroku

Podaj krok h: 8.1

Podaj Tkon: 1.6

i B.98A 2 .988 2.888
B.1@88 2.848 2.808
a.2@a 2.162 2.888
B.3@88 2.3°1 2.24R
a._488 2.675 2.483
B.508 3.886 2.816
B.688 3.621 3.248
a.7a8 4.382 3.793
A.8@a L.155 4_468
B.9@8a 6.215 L.294
1.888 7.524 h.299
1.188 ?.136 ?.516
1.288 i A I 8.985
1.3@88 13.538 18.754
1.488 16.585 12_883
1.5688 28.135 15.442
1.688 24.573 18.517

Czas t: Rozw. analityczne: Rozw.numeryczne =
1 1

glt> zCt> glt>» | zCt>

-.w zadanym przedziale [HB. Tkonl i dla wybranego krokun

Podaj krok h: B.81

Podaj Tkon: 1.6

i B.Bbua i £ _\aad
B.1868 2_A48
a_2aa 2_162
B._3808 2.3
a._488 2_.675
B.5808 3.A86
B_.6808 .62l
a._7a8 4_382
a_88aa 5.155
B.98a8 6.215
1._A868 7.524
i.188 ?_136
1.2868 11.114
i.388 13.538
1._4868 16.5685
i.588 28.135

24.573

to continue

2.888
2.836
2.154
2.357
2.654
3.685%6
3.579
4.243
5.874
6.185
.37
8.748
18.854
13.195
16.856
19.548
23.8897

(I onon os e o e e e e e e . e - -

=
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1
]
iCzas t: Rozw. analitycene: Rozw._numerycene =
1 1 1
i ] ]
:

it | zCt> it | zCt>

.-w zadanym przedziale [B. Tkonl i dla wybhranego kroku h

Podaj krok h: B.861
Podaj Tkon: 1.6
i B.A@A 2.9808 :
i B.188 2.848 :
i B.2@A i :
i B.388 2.3 :
i B.408 2.675 :
i B.588 3.886 :
| B.6cBA 3.621 :
I i 1 4.382 :
i B.8@8 L.155 :
i B.988 h.215 :
i 1.8688 ?.524 :
* w

1.188 ?.136
i A e
13.538
16.585
1.588 28.135
1.688 24 . 573
ess any key to continue

1.208
1.388
1.4088

Rozw. analitycz=ne: Rozw_numeryczne =
1 1

yle> | 2CED yCt> 1 =Ced

--w zadanym preedziale [B. Tkonl i dla wybhranego kroku

Podaj krok h: @.86681
Podaj Tkon: 1.6

i B.B8A 2._@a88
B_1868 2._@48
B_28a 2_162
B_388 2.3
B._488 2_.675
B.588 3._@86
B_6868 3621
a._7a8 4_382
B_88a L L
a_98a8 6.215
i._8868 ?.524
1.1868 ?.136
i.2868 i1 .414
1_3868 13.538
i._4868 16.5685
1.5868 28.135




Roéwnania rzedu wyzszego niz |-y

Rozpatrzymy réwnanie rézniczkowe ll-go rzedu:

d2

dx”

——f(x Y, =

dy
dx

warunki poczatkowe: {

y(xo) =y
V'(x) =)'

Réwnanie to sprowadzamy do uktadu dwéch rownan I-go rzedu, dla
nowych zmiennych pomocniczych np. y1 i y2, postaci:

Rézniczkujac obie strony uktadu otrzymujemy:

oraz warunki poczatkowe dla nowych zmiennych:

oraz warunki poczatkowe: {

(yl=y
3 dy
0= —L
Ly dx
rdyl dy
4 dx  dx
dy2 d 2 y
L dx  dx?

=y2

=f(x, y, y)=f(x, y1, y2)

y1(xp)
Y2(x,)

|

Y1(xy) = y(xy) =y
Y2(xg)=y'(x0) =)'

Powyzszy ukiad rozwigzujemy analogicznie jak w pkt. poprzednim.




Przykfad:

2
Niech YV 3 5,102 i »0=0 y©=I
dx*
to, wprowadzajac zmienne pomocnicze, postaci:
(yl=y
ly2=% | réZniczkujac stronami otrzymujemy
\ dx
dyl dy 1
<a’x dx
dy2 d’y
== = =3x—-5y+y'-2=3x-5yl+y2-2
L dx  dx? Py sl

. V(xg) =y(0)=y,=0
oraz warunki poczatkowe:

y2(xy) = y'(0) =y =1
Ostatecznie otrzymujemy dla nowych zmiennych uktad dwéch
réwnan rzedu I-go z warunkami poczatkowymi:

D

J dx p— {yl(O):O
2 e Gl =0 y2(0) =1
| dx
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